Enumeration of ad-nilpotent ideals of parabolic subalgebras for
  exceptional types by Righi, Celine
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ENUMERATION OF AD-NILPOTENT IDEALS OF
PARABOLIC SUBALGEBRAS FOR EXCEPTIONAL
TYPES
CE´LINE RIGHI
Abstract. Using GAP4, we determine the number of ad-nilpotent
and abelian ideals of a parabolic subalgebra of a simple Lie algebra
of exceptional types E, F or G.
1. Introduction
Let g be a complex simple Lie algebra of rank l. Let h be a Cartan
subalgebra of g and ∆ the associated root system. We fix a system of
positive roots ∆+. Denote by Π = {α1, . . . , αl} the corresponding set
of simple roots. For each α ∈ ∆, let gα be the root space of g relative
to α.
For I ⊂ Π, set ∆I = ZI ∩ ∆. We fix the corresponding standard
parabolic subalgebra :
pI = h⊕

 ⊕
α∈∆I∪∆+
gα

 .
An ideal i of pI is ad-nilpotent if and only if for all x ∈ i, adpIx is
nilpotent. Since any ideal of pI is h-stable, we can deduce easily that
an ideal is ad-nilpotent if and only if it is nilpotent. Moreover, we have
i =
⊕
α∈Φ
gα, for some subset Φ ⊂ ∆+ \∆I .
In this paper, we determine the number of ad-nilpotent and abelian
ideals of a parabolic subalgebra when g is of exceptional types E, F and
G. This is done by using GAP4. First, we recall some results of [R1]
and [R2] on ad-nilpotent ideals. Then, we explain how we used these
results for the programming and we give the tables of the enumeration
in each exceptional type.
2. Enumeration of ad-nilpotent ideals
Let I ⊂ Π and i be an ad-nilpotent ideal of pI . We set
Φi = {α ∈ ∆
+ \∆I ; gα ⊆ i}.
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Then i =
⊕
α∈Φi
gα and if α ∈ Φi, β ∈ ∆+ ∪∆I are such that α + β ∈
∆+, then α + β ∈ Φi.
Conversely, set
FI = {Φ ⊂ ∆
+\∆I ; if α ∈ Φ, β ∈ ∆
+∪∆I , α+β ∈ ∆
+, then α+β ∈ Φ}.
Then for Φ ∈ FI , iΦ =
⊕
α∈Φ gα is an ad-nilpotent ideal of pI .
We obtain therefore a bijection
{ad-nilpotent ideals of pI} → FI ,
i 7→ Φi.
Recall the following partial order on ∆+ : α 6 β if β−α is a sum of
positive roots. Then it is easy to see that Φ ∈ F∅ if and only if for all
α ∈ Φ, β ∈ ∆+, such that α 6 β, we have β ∈ Φ. We can now define,
for Φ ∈ F∅ :
Φmin = {β ∈ Φ; β − α 6∈ Φ, for all α ∈ ∆
+}
the set of minimal roots of Φ for 6.
A set of positive roots A is called an antichain of (∆+,6) if all the
roots in A are pairwise non comparable with respect to 6. It is clear
that Φmin is an antichain. Conversely, let A be an antichain. Set
Φ = {β ∈ ∆+; there exists α ∈ A such that α 6 β}, then Φ ∈ F∅. So
each antichain corresponds to an element of F∅.
To obtain the enumeration of ad-nilpotent ideals for exceptional
types, we first determine the set of antichains in ∆+. Then, by the
considerations above, we obtain from the antichains all the elements of
F∅.
Next, to check if an element Φ ∈ F∅ is an element of Φ ∈ F{α}, for
α ∈ Π, it is enough to check that {β − α;α ∈ Φ} ∩ (∆+ ∪ {0}) ⊂ Φ.
Thus, for I ⊂ Π, we obtain that the elements of FI are those of F∅
satisfying the condition above for each α ∈ I.
Let Φ ∈ FI , then Φ corresponds to an abelian ideal if and only if
Φ2 = ∅. Since the roots in Φ2 corresponds to those which are in the
derived subalgebra of the ideal which corresponds to Φ, it is also an
ideal. So Φ2 6= ∅ if and only if the highest root θ is an element of Φ2.
Then, to check if Φ is abelian, we need only to check that θ 6∈ Φ2.
Let NI be the set of ad-nilpotent ideals of pI and let AbI be the set
of abelian ideals of pI . The following tables give the cardinality of NI
and AbI for each type E, F and G. The subset I of Π is described by
the symbol • in the Dynkin diagram without arrow which corresponds
to the type we consider.
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For example, if we consider E6, the diagram which corresponds to
I = {α2, α5} is
•
◦ ◦ ◦ • ◦
where we use the numberings of [TY].
The orientations for the diagram in type F and G are those in [TY].
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Table E6
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 833 64
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ 197 21
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 201 40
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ 255 40
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ 323 41
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ 255 40
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • 197 21
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ 60 16
◦
• • ◦ ◦ ◦ 51 10
◦
• ◦ • ◦ ◦ 81 16
◦
• ◦ ◦ • ◦ 68 16
◦
• ◦ ◦ ◦ • 56 8
•
◦ • ◦ ◦ ◦ 82 24
•
◦ ◦ • ◦ ◦ 60 22
•
◦ ◦ ◦ • ◦ 82 24
•
◦ ◦ ◦ ◦ • 60 16
◦
◦ • • ◦ ◦ 80 22
◦
◦ • ◦ • ◦ 90 24
◦
◦ • ◦ ◦ • 68 16
◦
◦ ◦ • • ◦ 80 22
◦
◦ ◦ • ◦ • 81 16
◦
◦ ◦ ◦ • • 51 10
•
• • ◦ ◦ ◦ 21 8
•
• ◦ • ◦ ◦ 23 11
•
• ◦ ◦ • ◦ 26 11
•
• ◦ ◦ ◦ • 20 7
◦
• • • ◦ ◦ 16 6
◦
• • ◦ • ◦ 21 8
◦
• • ◦ ◦ • 18 5
◦
• ◦ • • ◦ 27 11
◦
• ◦ • ◦ • 24 6
◦
• ◦ ◦ • • 18 5
•
◦ • • ◦ ◦ 19 10
•
◦ • ◦ • ◦ 36 15
•
◦ • ◦ ◦ • 26 11
•
◦ ◦ • • ◦ 19 10
•
◦ ◦ • ◦ • 23 11
•
◦ ◦ ◦ • • 21 8
◦
◦ • • • ◦ 20 10
◦
◦ • • ◦ • 27 11
◦
◦ • ◦ • • 21 8
◦
◦ ◦ • • • 16 6
•
• • • ◦ ◦ 6 4
•
• • ◦ • ◦ 10 6
•
• • ◦ ◦ • 8 4
•
• ◦ • • ◦ 9 6
•
• ◦ • ◦ • 9 5
•
• ◦ ◦ • • 8 4
◦
• • • • ◦ 6 4
◦
• • • ◦ • 7 3
◦
• • ◦ • • 8 4
◦
• ◦ • • • 7 3
•
◦ • • • ◦ 5 4
•
◦ • • ◦ • 9 6
•
◦ • ◦ • • 10 6
•
◦ ◦ • • • 6 4
◦
◦ • • • • 6 4
•
• • • • ◦ 2 2
•
• • • ◦ • 3 2
•
• • ◦ • • 4 3
•
• ◦ • • • 3 2
◦
• • • • • 3 2
•
◦ • • • • 2 2
•
• • • • • 1 1
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Table E7
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 4160 128
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 837 70
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 980 78
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 1251 73
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 1600 84
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 1385 73
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 1076 70
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 879 32
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 261 42
◦
• • ◦ ◦ ◦ ◦ 202 35
◦
• ◦ • ◦ ◦ ◦ 358 47
◦
• ◦ ◦ • ◦ ◦ 314 45
◦
• ◦ ◦ ◦ • ◦ 261 42
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ • 215 24
•
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 391 39
•
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 298 46
•
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 374 39
•
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 315 42
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 231 23
◦
◦ • • ◦ ◦ ◦ 373 41
◦
◦ • ◦ • ◦ ◦ 456 48
◦
◦ • ◦ ◦ • ◦ 377 45
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ • 285 21
◦
◦ ◦ • • ◦ ◦ 415 41
◦
◦ ◦ • ◦ • ◦ 467 47
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ • 357 25
◦
◦ ◦ ◦ • • ◦ 291 35
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ • 288 22
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • • 203 13
•
• • ◦ ◦ ◦ ◦ 83 18
•
• ◦ • ◦ ◦ ◦ 101 25
•
• ◦ ◦ • ◦ ◦ 110 25
•
• ◦ ◦ ◦ • ◦ 95 26
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ • 71 16
◦
• • • ◦ ◦ ◦ 64 20
◦
• • ◦ • ◦ ◦ 88 25
◦
• • ◦ ◦ • ◦ 77 23
◦
• • ◦ ◦ ◦ • 62 15
◦
• ◦ • • ◦ ◦ 123 26
◦
• ◦ • ◦ • ◦ 122 30
◦
• ◦ • ◦ ◦ • 94 18
◦
• ◦ ◦ • • ◦ 89 23
◦
• ◦ ◦ • ◦ • 81 17
◦
• ◦ ◦ ◦ • • 61 11
•
◦ • • ◦ ◦ ◦ 83 18
•
◦ • ◦ • ◦ ◦ 160 24
•
◦ • ◦ ◦ • ◦ 138 25
•
◦ • ◦ ◦ ◦ • 98 13
•
◦ ◦ • • ◦ ◦ 80 18
•
◦ ◦ • ◦ • ◦ 113 25
•
◦ ◦ • ◦ ◦ • 80 17
•
◦ ◦ ◦ • • ◦ 94 18
•
◦ ◦ ◦ • ◦ • 105 16
•
◦ ◦ ◦ ◦ • • 64 10
◦
◦ • • • ◦ ◦ 95 22
◦
◦ • • ◦ • ◦ 137 26
◦
◦ • • ◦ ◦ • 100 15
◦
◦ • ◦ • • ◦ 115 25
◦
◦ • ◦ • ◦ • 111 14
◦
◦ • ◦ ◦ • • 73 10
◦
◦ ◦ • • • ◦ 93 20
◦
◦ ◦ • • ◦ • 101 15
◦
◦ ◦ • ◦ • • 86 11
◦
◦ ◦ ◦ • • • 54 7
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Table E7 (cont’d)
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
•
• • • ◦ ◦ ◦ 21 8
•
• • ◦ • ◦ ◦ 39 13
•
• • ◦ ◦ • ◦ 34 13
•
• • ◦ ◦ ◦ • 26 8
•
• ◦ • • ◦ ◦ 34 12
•
• ◦ • ◦ • ◦ 41 16
•
• ◦ • ◦ ◦ • 30 11
•
• ◦ ◦ • • ◦ 34 13
•
• ◦ ◦ • ◦ • 35 12
•
• ◦ ◦ ◦ • • 23 8
◦
• • • • ◦ ◦ 23 11
◦
• • • ◦ • ◦ 29 14
◦
• • • ◦ ◦ • 23 10
◦
• • ◦ • • ◦ 33 14
◦
• • ◦ • ◦ • 28 10
◦
• • ◦ ◦ • • 22 8
◦
• ◦ • • • ◦ 35 14
◦
• ◦ • • ◦ • 35 11
◦
• ◦ • ◦ • • 28 9
◦
• ◦ ◦ • • • 20 6
•
◦ • • • ◦ ◦ 20 8
•
◦ • • ◦ • ◦ 37 12
•
◦ • • ◦ ◦ • 27 8
•
◦ • ◦ • • ◦ 45 13
•
◦ • ◦ • ◦ • 49 9
•
◦ • ◦ ◦ • • 29 7
•
◦ ◦ • • • ◦ 21 8
•
◦ ◦ • • ◦ • 32 10
•
◦ ◦ • ◦ • • 26 8
•
◦ ◦ ◦ • • • 24 6
◦
◦ • • • • ◦ 27 11
◦
◦ • • • ◦ • 31 8
◦
◦ • • ◦ • • 31 8
◦
◦ • ◦ • • • 23 5
◦
◦ ◦ • • • • 18 5
•
• • • • ◦ ◦ 6 4
•
• • • ◦ • ◦ 10 6
•
• • • ◦ ◦ • 8 4
•
• • ◦ • • ◦ 15 8
•
• • ◦ • ◦ • 14 6
•
• • ◦ ◦ • • 10 5
•
• ◦ • • • ◦ 10 6
•
• ◦ • • ◦ • 14 7
•
• ◦ • ◦ • • 11 6
•
• ◦ ◦ • • • 10 5
◦
• • • • • ◦ 9 6
◦
• • • • ◦ • 9 5
◦
• • • ◦ • • 10 6
◦
• • ◦ • • • 9 4
◦
• ◦ • • • • 8 4
•
◦ • • • • ◦ 6 4
•
◦ • • • ◦ • 10 4
•
◦ • • ◦ • • 11 5
•
◦ • ◦ • • • 12 4
•
◦ ◦ • • • • 8 4
◦
◦ • • • • • 7 3
•
• • • • • ◦ 2 2
•
• • • • ◦ • 3 2
•
• • • ◦ • • 4 3
•
• • ◦ • • • 5 3
•
• ◦ • • • • 4 3
◦
• • • • • • 3 2
•
◦ • • • • • 3 2
•
• • • • • • 1 1
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Table E8
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 25080 256
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 4554 143
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 6188 124
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 7397 153
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 9541 163
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 8691 153
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 7169 149
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 5512 111
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 4452 121
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 1422 58
◦
• • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 1121 79
◦
• ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 1981 85
◦
• ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 1818 80
◦
• ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 1554 85
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 1260 65
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 961 71
•
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 2183 63
•
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 1898 71
•
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 2183 86
•
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 2047 81
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 1583 61
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 1139 71
◦
◦ • • ◦ ◦ ◦ ◦ 2150 88
◦
◦ • ◦ • ◦ ◦ ◦ 2786 88
◦
◦ • ◦ ◦ • ◦ ◦ 2448 93
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ • ◦ 1890 73
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ • 1411 79
◦
◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ 2502 84
◦
◦ ◦ • ◦ • ◦ ◦ 3039 99
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ • ◦ 2365 79
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ • 1787 85
◦
◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ 1906 74
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ • ◦ 2091 74
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ • 1568 80
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ 1279 55
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ • 1244 71
◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • 924 52
•
• • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ 392 26
•
• ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ 521 30
•
• ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ 599 41
•
• ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ 549 41
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ 439 31
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • 317 37
◦
• • • ◦ ◦ ◦ ◦ 361 42
◦
• • ◦ • ◦ ◦ ◦ 484 40
◦
• • ◦ ◦ • ◦ ◦ 446 48
◦
• • ◦ ◦ ◦ • ◦ 378 40
◦
• • ◦ ◦ ◦ ◦ • 267 43
◦
• ◦ • • ◦ ◦ ◦ 658 41
◦
• ◦ • ◦ • ◦ ◦ 741 53
◦
• ◦ • ◦ ◦ • ◦ 598 45
◦
• ◦ • ◦ ◦ ◦ • 433 48
◦
• ◦ ◦ • • ◦ ◦ 514 39
◦
• ◦ ◦ • ◦ • ◦ 541 43
◦
• ◦ ◦ • ◦ ◦ • 391 46
◦
• ◦ ◦ ◦ • • ◦ 356 32
◦
• ◦ ◦ ◦ • ◦ • 336 43
◦
• ◦ ◦ ◦ ◦ • • 239 30
•
◦ • • ◦ ◦ ◦ ◦ 430 29
•
◦ • ◦ • ◦ ◦ ◦ 873 45
•
◦ • ◦ ◦ • ◦ ◦ 814 45
•
◦ • ◦ ◦ ◦ • ◦ 636 35
•
◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ • 461 41
•
◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ 461 39
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Table E8 (cont’d)
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
•
◦ ◦ • ◦ • ◦ ◦ 689 49
•
◦ ◦ • ◦ ◦ • ◦ 580 39
•
◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ • 388 45
•
◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ 553 49
•
◦ ◦ ◦ • ◦ • ◦ 681 39
•
◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ • 475 49
•
◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ 412 34
•
◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ • 412 44
•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • 260 34
◦
◦ • • • ◦ ◦ ◦ 566 43
◦
◦ • • ◦ • ◦ ◦ 815 55
◦
◦ • • ◦ ◦ • ◦ 668 47
◦
◦ • • ◦ ◦ ◦ • 463 50
◦
◦ • ◦ • • ◦ ◦ 726 45
◦
◦ • ◦ • ◦ • ◦ 788 49
◦
◦ • ◦ • ◦ ◦ • 560 52
◦
◦ • ◦ ◦ • • ◦ 498 38
◦
◦ • ◦ ◦ • ◦ • 476 49
◦
◦ • ◦ ◦ ◦ • • 315 36
◦
◦ ◦ • • • ◦ ◦ 577 42
◦
◦ ◦ • • ◦ • ◦ 736 46
◦
◦ ◦ • • ◦ ◦ • 512 49
◦
◦ ◦ • ◦ • • ◦ 596 41
◦
◦ ◦ • ◦ • ◦ • 580 52
◦
◦ ◦ • ◦ ◦ • • 390 39
◦
◦ ◦ ◦ • • • ◦ 363 30
◦
◦ ◦ ◦ • • ◦ • 377 41
◦
◦ ◦ ◦ • ◦ • • 319 36
◦
◦ ◦ ◦ ◦ • • • 224 28
•
• • • ◦ ◦ ◦ ◦ 87 11
•
• • ◦ • ◦ ◦ ◦ 186 18
•
• • ◦ ◦ • ◦ ◦ 170 20
•
• • ◦ ◦ ◦ • ◦ 141 16
•
• • ◦ ◦ ◦ ◦ • 105 19
•
• ◦ • • ◦ ◦ ◦ 160 17
•
• ◦ • ◦ • ◦ ◦ 218 23
•
• ◦ • ◦ ◦ • ◦ 182 19
•
• ◦ • ◦ ◦ ◦ • 130 22
•
• ◦ ◦ • • ◦ ◦ 188 25
•
• ◦ ◦ • ◦ • ◦ 214 21
•
• ◦ ◦ • ◦ ◦ • 150 27
•
• ◦ ◦ ◦ • • ◦ 140 19
•
• ◦ ◦ ◦ • ◦ • 133 25
•
• ◦ ◦ ◦ ◦ • • 86 19
◦
• • • • ◦ ◦ ◦ 112 18
◦
• • • ◦ • ◦ ◦ 161 26
◦
• • • ◦ ◦ • ◦ 143 25
◦
• • • ◦ ◦ ◦ • 98 26
◦
• • ◦ • • ◦ ◦ 163 20
◦
• • ◦ • ◦ • ◦ 175 25
◦
• • ◦ • ◦ ◦ • 124 26
◦
• • ◦ ◦ • • ◦ 123 20
◦
• • ◦ ◦ • ◦ • 117 27
◦
• • ◦ ◦ ◦ • • 76 19
◦
• ◦ • • • ◦ ◦ 186 21
◦
• ◦ • • ◦ • ◦ 225 26
◦
• ◦ • • ◦ ◦ • 161 27
◦
• ◦ • ◦ • • ◦ 184 24
◦
• ◦ • ◦ • ◦ • 170 31
◦
• ◦ • ◦ ◦ • • 112 23
◦
• ◦ ◦ • • • ◦ 119 17
◦
• ◦ ◦ • • ◦ • 127 24
◦
• ◦ ◦ • ◦ • • 99 22
◦
• ◦ ◦ ◦ • • • 71 16
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Table E8 (cont’d)
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
•
◦ • • • ◦ ◦ ◦ 105 16
•
◦ • • ◦ • ◦ ◦ 187 22
•
◦ • • ◦ ◦ • ◦ 161 18
•
◦ • • ◦ ◦ ◦ • 112 21
•
◦ • ◦ • • ◦ ◦ 255 28
•
◦ • ◦ • ◦ • ◦ 301 24
•
◦ • ◦ • ◦ ◦ • 211 30
•
◦ • ◦ ◦ • • ◦ 192 22
•
◦ • ◦ ◦ • ◦ • 186 28
•
◦ • ◦ ◦ ◦ • • 116 22
•
◦ ◦ • • • ◦ ◦ 121 23
•
◦ ◦ • • ◦ • ◦ 184 19
•
◦ ◦ • • ◦ ◦ • 124 25
•
◦ ◦ • ◦ • • ◦ 165 23
•
◦ ◦ • ◦ • ◦ • 170 29
•
◦ ◦ • ◦ ◦ • • 99 23
•
◦ ◦ ◦ • • • ◦ 134 17
•
◦ ◦ ◦ • • ◦ • 146 27
•
◦ ◦ ◦ • ◦ • • 122 21
•
◦ ◦ ◦ ◦ • • • 77 18
◦
◦ • • • • ◦ ◦ 154 22
◦
◦ • • • ◦ • ◦ 206 27
◦
◦ • • • ◦ ◦ • 141 28
◦
◦ • • ◦ • • ◦ 200 25
◦
◦ • • ◦ • ◦ • 195 32
◦
◦ • • ◦ ◦ • • 119 24
◦
◦ • ◦ • • • ◦ 153 21
◦
◦ • ◦ • • ◦ • 169 28
◦
◦ • ◦ • ◦ • • 133 26
◦
◦ • ◦ ◦ • • • 87 20
◦
◦ ◦ • • • • ◦ 127 19
◦
◦ ◦ • • • ◦ • 139 26
◦
◦ ◦ • • ◦ • • 121 24
◦
◦ ◦ • ◦ • • • 101 21
◦
◦ ◦ ◦ • • • • 66 17
•
• • • • ◦ ◦ ◦ 24 6
•
• • • ◦ • ◦ ◦ 42 9
•
• • • ◦ ◦ • ◦ 37 8
•
• • • ◦ ◦ ◦ • 29 9
•
• • ◦ • • ◦ ◦ 70 12
•
• • ◦ • ◦ • ◦ 75 11
•
• • ◦ • ◦ ◦ • 55 14
•
• • ◦ ◦ • • ◦ 54 11
•
• • ◦ ◦ • ◦ • 50 14
•
• • ◦ ◦ ◦ • • 34 11
•
• ◦ • • • ◦ ◦ 48 11
•
• ◦ • • ◦ • ◦ 69 10
•
• ◦ • • ◦ ◦ • 50 13
•
• ◦ • ◦ • • ◦ 65 13
•
• ◦ • ◦ • ◦ • 62 16
•
• ◦ • ◦ ◦ • • 40 13
•
• ◦ ◦ • • • ◦ 53 10
•
• ◦ ◦ • • ◦ • 57 16
•
• ◦ ◦ • ◦ • • 45 13
•
• ◦ ◦ ◦ • • • 30 11
◦
• • • • • ◦ ◦ 36 9
◦
• • • • ◦ • ◦ 49 13
◦
• • • • ◦ ◦ • 37 13
◦
• • • ◦ • • ◦ 52 13
◦
• • • ◦ • ◦ • 50 17
◦
• • • ◦ ◦ • • 32 13
◦
• • ◦ • • • ◦ 44 10
◦
• • ◦ • • ◦ • 51 14
◦
• • ◦ • ◦ • • 39 14
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Table E8 (cont’d)
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦
• • ◦ ◦ • • • 27 10
◦
• ◦ • • • • ◦ 48 11
◦
• ◦ • • • ◦ • 54 15
◦
• ◦ • • ◦ • • 47 15
◦
• ◦ • ◦ • • • 36 13
◦
• ◦ ◦ • • • • 26 10
•
◦ • • • • ◦ ◦ 32 10
•
◦ • • • ◦ • ◦ 49 9
•
◦ • • • ◦ ◦ • 35 12
•
◦ • • ◦ • • ◦ 58 12
•
◦ • • ◦ • ◦ • 58 15
•
◦ • • ◦ ◦ • • 36 12
•
◦ • ◦ • • • ◦ 68 12
•
◦ • ◦ • • ◦ • 75 18
•
◦ • ◦ • ◦ • • 61 15
•
◦ • ◦ ◦ • • • 38 13
•
◦ ◦ • • • • ◦ 34 8
•
◦ ◦ • • • ◦ • 43 14
•
◦ ◦ • • ◦ • • 40 11
•
◦ ◦ • ◦ • • • 34 12
•
◦ ◦ ◦ • • • • 29 9
◦
◦ • • • • • ◦ 39 11
◦
◦ • • • • ◦ • 50 15
◦
◦ • • • ◦ • • 43 15
◦
◦ • • ◦ • • • 39 13
◦
◦ • ◦ • • • • 31 12
◦
◦ ◦ • • • • • 25 11
•
• • • • • ◦ ◦ 8 4
•
• • • • ◦ • ◦ 12 4
•
• • • • ◦ ◦ • 10 5
•
• • • ◦ • • ◦ 17 6
•
• • • ◦ • ◦ • 16 7
•
• • • ◦ ◦ • • 12 6
•
• • ◦ • • • ◦ 23 6
•
• • ◦ • • ◦ • 25 9
•
• • ◦ • ◦ • • 20 8
•
• • ◦ ◦ • • • 14 7
•
• ◦ • • • • ◦ 16 5
•
• ◦ • • • ◦ • 19 8
•
• ◦ • • ◦ • • 19 7
•
• ◦ • ◦ • • • 16 8
•
• ◦ ◦ • • • • 13 6
◦
• • • • • • ◦ 11 5
◦
• • • • • ◦ • 15 7
◦
• • • • ◦ • • 15 8
◦
• • • ◦ • • • 13 7
◦
• • ◦ • • • • 12 6
◦
• ◦ • • • • • 12 7
•
◦ • • • • • ◦ 10 4
•
◦ • • • • ◦ • 14 7
•
◦ • • • ◦ • • 14 6
•
◦ • • ◦ • • • 15 7
•
◦ • ◦ • • • • 16 7
•
◦ ◦ • • • • • 9 4
◦
◦ • • • • • • 10 6
•
• • • • • • ◦ 3 2
•
• • • • • ◦ • 4 3
•
• • • • ◦ • • 5 3
•
• • • ◦ • • • 6 4
•
• • ◦ • • • • 7 4
•
• ◦ • • • • • 5 3
◦
• • • • • • • 4 3
•
◦ • • • • • • 3 2
•
• • • • • • • 1 1
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Table F4
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦ ◦ ◦ ◦ 105 16 • ◦ ◦ ◦ 24 6
◦ • ◦ ◦ 35 12 ◦ ◦ • ◦ 32 10
◦ ◦ ◦ • 49 9 • • ◦ ◦ 10 5
• ◦ • ◦ 8 4 • ◦ ◦ • 12 4
◦ • • ◦ 14 7 ◦ • ◦ • 14 6
◦ ◦ • • 10 4 • • • ◦ 4 3
• • ◦ • 5 3 • ◦ • • 3 2
◦ • • • 3 2 • • • • 1 1
where we use the following orientation for the Dynkin diagram of F4 :
❡
1
❡
2
> ❡
3
❡
4
Table G2
I ♯NI ♯AbI I ♯NI ♯AbI
◦ ◦ 8 4 • ◦ 3 2
◦ • 4 3 • • 1 1
where we use the following orientation for the Dynkin diagram of G2 :
❡
1
< ❡
2
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